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Dans cet article, nous de´terminons tous les couples d’endomorphismes
polynomiaux permutables de degre´s supe´rieurs a` 1 de C2 qui se prolongent en
des endomorphismes holomorphes de P2 et qui posse`dent deux suites d’ite´re´s
disjointes.
Abstract
On the commuting polynomial endomorphisms of C2
We determine all couples of commuting polynomial endomorphisms
of C2 that extends to holomorphic endomorphisms of P2 and that have
disjoint sequences of iterates.
1 Introduction
Soient X une varie´te´ complexe et f1, f2 deux endomorphismes holomorphes
de X . On conside`re l’e´quation fonctionnelle suivante:
f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1 (1)
Cette e´quation posse`de des solutions triviales fi = h
ni := h ◦ h ◦ · · · ◦ h (ni
fois) ou` h est un endomorphisme de X . Par la suite, on suppose que:
fn1 6= fm2 pour tout (n,m) 6= (0, 0) (2)
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Soit σ un automorphisme holomorphe de X . Le couple (f1, f2) ve´rifie (1) si
et seulement si (σ−1 ◦ f1 ◦ σ, σ−1 ◦ f2 ◦ σ) la ve´rifie. On dit que le couple
(σ−1 ◦ f1 ◦ σ, σ−1 ◦ f2 ◦ σ) est conjugue´ au couple (f1, f2).
Dans C, si les fi sont des polynoˆmes de degre´s di ≥ 2, le proble`me (1)(2)
est re´solu par Julia et Fatou [4, 2]. Pour fi les fractions rationnelles de degre´s
di ≥ 2 deX = P1, ce proble`me est re´solu par Ritt et par Eremenko [7, 1] (voir
e´galement [6]). Notons w = [w0 : w1 : · · · : wk] les coordonne´es homoge`nes
de Pk et z = (z1, z2, . . . , zk) ses coordonne´es afines ou` zi := wi/w0. Voici les
solutions de (1)(2) pour X = P1 a` une classe de conjugaison pre`s:
1. (f1, f2) = (z
±d1 , λz±d2) pour une certaine racine de l’unite´ λ;
2. (f1, f2) = (±Td1 ,±Td2) ou` Td est le polynoˆme de Tchebychev de degre´
d de´fini par Td(cos t) := cos dt. Les signes ± sont choisis selon la parite´
des di. Les solutions sont les quatres couples (±Td1 ,±Td2) pour les di
impairs, un seul couple (Td1 , Td2) (a` une classe de conjugaison pre`s)
pour les autres cas;
3. Il existe un tore complexe T = C/Γ, une fonction elliptique F : T→ P1,
des applications line´aires Λi(z) = aiz+ bi qui pre´servent le groupe Γ et
ve´rifient F ◦ fi = F ◦Λi, Λ1 ◦ Λ2 = Λ2 ◦ Λ1 sur T. La fonction F et les
applications Λi sont de´crites dans [1].
Nous donnons ci-dessous quelques exemples pour X = C2. Pour simplifier
les notations, Tdzi signifiera la valeur de Td en zi.
Exemple 1 f1(z1, z2) := (z
d1
1 ,±Td1z2) et f2(z1, z2) := (λzd21 ,±Td2z2) sont
permutables, ou` λ est une certaine racine de l’unite´ et les signes ± sont
choisis selon la parite´ des di (voir le cas X = P
1).
Exemple 2 fi(z1, z2) := (±Tdiz1,±Tdiz2) ou (±Tdiz2,±Tdiz1) sont permuta-
bles ou` les signes ± sont choisis selon la parite´ des di.
Exemple 3 Soient Pi, Qi les polynoˆmes homoge`nes a` deux variables, de
degre´ di et sans facteur commun. Supposons que les [Pi : Qi] de´finissent sur
P
1 deux endomorphismes permutables. Alors il existe des constantes λi 6= 0
telles que les fi := (λiPi, λiQi) de´finissent des endomorphismes holomorphes
permutables de C2 qui se prolongent holomorphiquement a` l’infini en des
endomorphismes permutables de P2.
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Exemple 4 Soient h1, h2 deux endomorphismes holomorphes de P
1 et π
l’application holomorphe de P1×P1 dans P2 qui de´finit un reveˆtement ramifie´
a` deux feuillets et ve´rifie π(x, y) = π(y, x). Si ([x0 : x1], [y0 : y1]) sont les
coordonne´es de P1×P1, on a π([x0 : x1], [y0 : y1]) = [x0y0 : x0y1+x1y0 : x1y1].
Soient Fi(a, b) := (hia, hib) deux endomorphismes de P
1 × P1. Il existe des
endomorphismes holomorphes fi de P
2 tels que fi ◦π = π ◦Fi. Lorsque h1, h2
sont permutables, les fi sont permutables. Lorsque les hi sont des polynoˆmes,
f1, f2 sont polynomiaux.
De meˆme manie`re, on peut construire des endomorphismes permutables de
Pk. Pour k ≥ 3, d’autres exemples sont construits dans [9]. Les automor-
phismes polynomiaux permutables de C2 sont e´tudie´s dans [5].
Notons PHd l’ensemble des endomorphismes polynomiaux de C2 qui se
prolongent holomorphiquement a` l’infini. Notre re´sultat principal est:
The´ore`me 1 Soient f1 ∈ PHd1 et f2 ∈ PHd2 ve´rifiant les conditions (1),
(2) ou` d1 ≥ 2 et d2 ≥ 2. Alors le couple (f1, f2) est conjugue´ a` l’un des
couples de´crits dans les exemples 1-4.
Un orbifold est un couple O = (X, n), ou` X est une varie´te´ complexe et n
est une fonction a` valeur dans N+ ∪ {∞}, de´finie sur l’ensemble des hyper-
surfaces irre´ductibles de X ; cette fonction est e´gale a` 1 sauf sur un ensemble
localement fini d’hypersurfaces. Une application holomorphe d’un orbifold
O dans un autre O′ = (X ′, n′) de meˆme dimension est une application holo-
morphe ouverte f de X \ H dans X ′ telle que n′(f(D)) = mult(f,D)n(D)
pour toute hypersurface irre´ductible D de X , ou` H est la re´union des hy-
persurfaces Hj ve´rifiant n(Hj) = ∞ et mult(f,D) est la multiplicite´ de f
en un point ge´ne´rique de D (on dira simplement la multiplicite´ de f sur D).
Lorsque f est un reveˆtement ramifie´ au-dessus de X ′\H ′, on dit que f de´finit
un reveˆtement O au-dessus de O′, ou` H ′ est la re´union des hypersurfaces H ′j
ve´rifiant n′(H ′j) =∞. Remarquons que si f de´finit un reveˆtement d’un orb-
ifold dans lui-meˆme, alors l’ensemble critique C de f est pre´pe´riodique, i.e.
fnC = fmC pour certains 0 ≤ n < m. Une telle application s’appelle cri-
tiquement finie. Si fn de´finit un reveˆtement de O dans lui-meˆme, f de´finit
e´galement un reveˆtement de O dans lui-meˆme.
Dans [1], Eremenko a montre´ que si fi ve´rifient (1)(2) pour X = P
1, il
existe un orbifold O = (P1, n) tel que les fi de´finissent des reveˆtements de O
dans lui-meˆme. On de´duit de ce re´sultat et du the´ore`me 1 que:
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Corollaire 1 Sous l’hypothe`se du the´ore`me 1, il existe un orbifold O =
(P2, n) tel que les applications fi de´finissent des reveˆtements de O dans lui-
meˆme. En particulier, les applications fi sont critiquement finies.
Dans le paragraphe 2, nous donnons quelques proprie´te´s des suites d’ite´re´s
de f1 et f2. On montre que si (f
m
1 , f
n
2 ) appartient aux exemples 1–4, (f1, f2)
sera conjugue´ a` l’un des couples de´crits dans ces exemples (lemme 2). Par
conse´quent, au cours de la preuve du the´ore`me 1, on peut toujours remplacer
les fi par leurs ite´re´s. On note fi|∞ la restriction de fi a` la droite infinie
{w0 = 0} et T˜d(x) := 2Td(x/2). D’apre`s le lemme 2, il suffit de conside´rer les
cas suivants: (f1|∞, f2|∞) = (xd1 , xd2), (f1|∞, f2|∞) = (T˜d1 , T˜d2) et le cas ou`
les fni |∞ ne sont pas conjugue´s aux polynoˆmes pour tout n ≥ 1.
Dans le paragraphe 3, nous donnons quelques proprie´te´s de l’ensemble
critique d’une application holomorphe ouverte et de leur image. Nous don-
nons e´galement le comportement asymptotique de fi et son ensemble critique
au point super-attractif a` l’infini lorsque ce point existe.
La preuve du the´ore`me 1 se constitue par 3 derniers paragraphes corre-
spondant au 3 cas cite´s ci-dessus. Dans les paragraphes 2-5 on note Ci∪{w0 =
0} l’ensemble critique de fi et on e´crit en coordonne´es affines fi = (fi1, fi2).
Alors Ci est de degre´ 2di−2 compte´ avec les multiplicite´s. Pour simplifier les
notations, fa et f−1a signifieront l’image et l’image re´ciproque de a par f .
Je tiens a` remercier Nessim Sibony de m’avoir propose´ ce proble`me ainsi
que pour ses indications.
2 Quelques proprie´te´s de suites d’ite´re´s
Lemme 1 Soient f1 ∈ PHd1 et f2 ∈ PHd2. Supposons que f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1
et fn1 |∞ = fm2 |∞. Alors il existe n′, m′ ≥ 1 tels que fn′1 = fm′2 .
Preuve. Il suffit de conside´rer n = m = 1. Comme f1|∞ = f2|∞, d1 = d2.
Posons d := d1 = d2. On peut e´crire les fi sur les coordonne´es homoge`nes:
f1(w) := [w
d
0 : P (w1, w2) + w0R(w) : Q(w1, w2) + w0S(w)]
f2(w) := [w
d
0 : λP (w1, w2) + w0R˜(w) : λQ(w1, w2) + w0S˜(w)]
ou` P,Q sont homoge`nes de degre´ d, R, S, R˜, S˜ sont homoge`nes de degre´ d−1
et λ 6= 0. Comme f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1, λ = λd. Quitte a` remplacer fi par f d−1i ,
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on peut supposer que λ = 1. Supposons que f1 6= f2. Soit 0 < α ≤ d le
nombre naturel minimal tel que:
fi(w) = [w
d
0 : P
∗ + wα0R
∗
i + w
α+1
0 Ui : Q
∗ + wα0S
∗
i + w
α+1
0 Ti]
ou` P ∗, Q∗ sont homoge`nes de degre´ d et ne contiennent aucun monoˆme dont la
puissance de w0 est ≥ α, R∗i , S∗i sont homoge`nes de degre´ d−α, inde´pendants
de w0 et Ui, Ti sont homoge`nes de degre´ d − α − 1. Conside´rons deux
polynoˆmes suivants en variable w0 et a` coefficients dans C[w1, w2]:
P (P ∗ + wα0R
∗
i , Q
∗ + wα0S
∗
i )− P (P ∗, Q∗).
Comme f1◦f2 = f2◦f1, les coefficients de wα0 dans ces polynoˆmes sont e´gaux:
P1(P,Q)R
∗
1 + P2(P,Q)S
∗
1 = P1(P,Q)R
∗
2 + P2(P,Q)S
∗
2
ou` P1 := ∂P/∂w1 et P2 := ∂P/∂w2. Par conse´quent,
P1(P,Q)(R
∗
1 − R∗2) + P2(P,Q)(S∗1 − S∗2) = 0.
De meˆme,
Q1(P,Q)(R
∗
1 − R∗2) +Q2(P,Q)(S∗1 − S∗2) = 0.
Comme α est maximal, R∗1 − R∗2 et S∗1 − S∗2 ne sont pas tous nuls. On en
de´duit que P1/P2 = Q1/Q2. L’application fi|∞ = [P : Q] est donc constante.
C’est la contradiction recherche´e.

Soit f un endomorphisme holomorphe de degre´ d ≥ 2 de Pk. On note E(f)
l’hypersurface (e´ventuellement vide ou re´ductible) maximale et comple`tement
invariante par f , i.e. f−1E(f) = E(f). Cette hypersurface existe et s’appelle
l’hypersurface exceptionelle de f [8] et E(f) = E(fn) pour tout n ≥ 1. Dans
P1, #E(f) ≤ 2; si #E(f) = 2, f est conjugue´ a` z±d; si #E(f) = 1, f est
conjugue´ a` un polynoˆme. Dans P2, degE(f) ≤ 3; si degE(f) = 1, f est
conjugue´ a` un endomorphisme polynomial; si degE(f) = 2, f est conjugue´
a` [wdp : w
d
q : P ] ou` {p, q} est une permutation de {0, 1} et P est un polynoˆme
homoge`ne de degre´ d; si degE(f) = 3, f est conjugue´ a` [wdp : w
d
q : w
d
r ] ou`
{p, q, r} est une permutation de {0, 1, 2} [3].
Lemme 2 Sous l’hypothe`se du the´ore`me 1, si (fm1 , f
n
2 ) se trouve dans les ex-
emples 1-4, (f1, f2) est conjugue´ a` l’un des couples de´crits dans ces exemples.
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Preuve. Cas 1. Supposons que (fm1 , f
n
2 ) se trouve dans l’exemple 1. Alors
l’ensemble exceptionel de fi est la re´union de deux droites dont l’une est
l’infini. Quitte a` changer les coordonne´es, on peut supposer que f1 = (z
d1
1 , P (z))
et f2 = (λz
d2
1 , Q(z)) avec λ 6= 0. Comme les deuxie`mes composantes de
fm1 , f
n
2 sont inde´pendantes de z1, le polynoˆmes P,Q sont inde´pendants de
z1. On a donc P ◦ Q = Q ◦ P et Pm = ±Tdm
1
et Qn = ±Tdn
2
. Alors (P,Q)
est conjugue´ a` (±Td1 ,±Td2) et (f1, f2) est conjugue´ au couple de´crit dans
l’exemple 1.
Cas 2. Supposons que (fm1 , f
n
2 ) se trouve dans l’exemple 2. On a f
2m
1 =
(Td2m
1
z1, Td2m
1
z2) et f
2n
2 = (Td2n
2
z1, Td2n
2
z2). Posons d := d
2n
2 et f := f
2n
2 =
(Tdz1, Tdz2). Il existe un point a ∈ C2 fixe pour f1 et pe´riodique pour f car
l’ensemble des points fixes de f1 est invarant par f . Quitte a` remplacer f par
f l on peut supposer que a est fixe pour f . Comme f = (Tdz1, Tdz2), il existe
(t∗1, t
∗
2) ∈ R2 tel que a = (cos t∗1, cos t∗2) = (cos dt∗1, cos dt∗2). Posons ϕ(t1, t2) :=
(cos(t1−t∗1), cos(t2−t∗2)) une application holomorphe d’un voisinage de 0 ∈ C2
dans un voisinage de a dans C2. Supposons par la suite que cos t∗i 6= ±1;
le cas ou` par exemple cos t∗1 = 1, il suffit de remplacer cos(t1 − t∗1) dans
ϕ par cos
√
t1 − t∗1. L’application ϕ est un biholomorphisme local. Soient
g := ϕ−1◦f ◦ϕ et g1 := ϕ−1◦f1◦ϕ. On a g(t1, t2) = (dt1, dt2) et g◦g1 = g1◦g.
Utilisant les de´veloppements de Taylor de g et g1, on montre facilement que g1
est line´aire. Posons g1(t1, t2) = (αt1 + βt2, α
′t1 + β
′t2). Soit f1 = (P,Q). On
a cos(αt′1+βt
′
2) = P (cos t
′
1, cos t
′
2) ou` t
′
i := ti−t∗i . Comme le membre a` droite
est pe´riodique de pe´riode (2π, 2π), α et β sont entiers. L’e´galite´ pre´ce´dente
implique sinαt′1 sin βt
′
2 = cosαt
′
1 cos βt
′
2−P (cos t′1, cos t′2). Si αβ 6= 0, sinαt′1
s’e´crit en fonction de cos t′1. Ceci est impossible car sinαt
′
1 est impaire et
non identiquement nulle. Donc αβ = 0. De meˆme, α′β ′ = 0. Comme f1 et
g1 sont ouvertes, α = β
′ = 0 ou α′ = β = 0. On en de´duit facilement que
P = ±Td1z1 ou ±Td1z2. Le polynoˆme Q l’est aussi. On conclut que (f1, f2)
se trouve dans l’exemple 2.
Cas 3. Supposons que (fm1 , f
n
2 ) se trouve dans l’exemple 3. Alors f
m
1 et f
n
2
sont homoge`nes. Par conse´quent, f1 et f2 sont homoge`nes et (f1, f2) se trouve
dans l’exemple 3.
Cas 4. Supposons maintenant que (f1, f2) se trouve dans l’exemple 4. Soit
π l’application de C2 dans C2 avec π(x, y) = (x + y, xy) (voir l’exemple 4).
Quitte a` remplacer (m,n) par (2m, 2n), on peut supposer que fm1 ◦π = π◦ F˜1
et fn2 ◦ π = π ◦ F˜2 ou` F˜1(x, y) := (Tdm1 x, Tdm1 y), F˜2(x, y) := (Tdn2 x, Tdn2 y) ou
F˜1(x, y) = (λ1x
dm
1 , λ1y
dm
1 ), F˜2(x, y) = (λ2x
dn
2 , λ2y
dn
2 ). Comme fm1 de´finit
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un reveˆtement d’un certain orbifold O = (P2, n) dans lui-meˆme, f1 de´finit
e´galement un reveˆtement de O dans lui-meˆme. Remarquons que la courbe
H := {z21 − 4z2 = 0} est invariante par fm1 , fn2 et n(H) = 2. Le fait que fi
de´finit un reveˆtement deO dans lui-meˆme implique qu’il existe des polynoˆmes
Ri ve´rifiant:
f 2i1 − 4fi2 = (z21 − 4z2)R2i .
Posons Hi := (Hi1, Hi2) = fi ◦ π, on a:
H2i1 − 4Hi2 = (x− y)2R2i (x+ y, xy).
Ces e´galite´s signifient qu’il existe des applications Fi ve´rifiant π ◦ Fi = Hi.
On peut choisir les Fi telles que F1 ◦ F2 = F2 ◦ F1, Fm1 = F˜1 et F n2 = F˜2.
Comme Fm1 , F
n
2 sont prolongeables en des endomorphismes holomorphes de
P2, F1 et F2 le sont aussi. Comme dans les cas 2 et 3, on montre que
Fi = (±Tdix,±Tdiy), (±Tdiy,±Tdix), (λixdi , λiydi) ou (λiydi, λixdi). Les deux
premiers cas (resp. les deux derniers) donnent les meˆmes applications fi.
Donc (f1, f2) appartient a` l’exemple 4.

Proposition 1 Sous l’hypothe`se du the´ore`me 1, pour toute composante A
de C1 ∪ C2, il existe deux couples de nombres naturels (n,m) 6= (n′, m′) tels
que fn1 f
m
2 A = f
n′
1 f
m′
2 A. De plus, il existe N qui ne de´pend que du nombre
des composantes de C1 ∪ C2 tel que n,m, n′, m′ soient majore´s par N .
Remarque 1 Cette proposition reste valable pour les endomorphismes ou-
verts permutables d’une varie´te´ quelconque tels que les ensembles critiques
des fi contiennent un nombre fini de composantes irre´ductibles. Elle est
de´montre´e en collaboration avec N. Sibony.
Preuve. Il suffit de conside´rer A ⊂ C1. La relation f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1 implique:
f ′1(f2(z)).f
′
2(z) = f
′
2(f1(z)).f
′
1(z).
D’ou`:
C2 ∪ f−12 (C1) = C1 ∪ f−11 (C2) (3)
Supposons qu’il n’existe pas n,m, n′, m′ ve´rifiant cette proposition. Alors la
suite fn2A contient une infinite´ de courbes diffe´rentes. Ceci implique qu’il
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existe un n tel que fn2 A 6⊂ C1 car C1 ne contient qu’un nombre fini de courbes
irre´ductibles. On choisit n minimal possible. Posons A′ := fn−12 A. La
relation (3) implique que A′ ⊂ C1 ∩ C2 et f−11 A′ ⊂ C2 ∪ f−12 C1.
Supposons que pour tout m ≥ 0, f−m1 A′ ⊂ C2. Comme C2 ne contient
qu’un nombre fini de composantes, il existem1 < m2 et une composante A
′′ ⊂
C2 ve´rifiant A′ = fm11 A′′ = fm21 A′′. Par conse´quent, fn−12 A = fn−12 fm2−m11 A.
C’est contradiction.
Soit m ≥ 1 le nombre minimal ve´rifiant f−m1 A′ 6⊂ C2. Comme f−m+11 A′ ⊂
C2, (3) implique f−m1 A′ ⊂ C2 ∪ f−12 C1. Donc f−m1 A′ contient une composante
de f−12 C1. Il existe une composante A2 de C1 telle que f2A′ = fm1 A2. D’ou`
fn2A = f
m
1 A2.
De meˆme, il existe une suite {Ai} de composantes de C1 avec A1 = A
et des ni, mi ≥ 1 avec n1 := n et m1 := m tels que fni2 Ai = fmi1 Ai+1. Il
existe 0 < l < j tels que Al = Aj . On de´duit que f
r
2f
s
1A = f
p
1A pour
r := n1 + · · · + nl−1, s := ml + · · · +mj−1 et p := m1 + · · · + mj−1. C’est
contradiction.
Par le raisonnement ci-dessus, l’existence de N est e´vidente.

3 Germes holomorphes et ensembles critiques
Soient f une application ouverte d’un domaine U ⊂ Cn dans Cn, H et H ′
deux hypersurfaces de U . Pour tout a ∈ U , on note mult(f, a) la multiplicite´
de f en a, i.e. le nombre de pre´images dans U ′ d’un point b ge´ne´rique
suffisamment proche de f(a), ou` U ′ est un voisinage suffisamment petit de
a. On note mult(f,H) la multiplicite´ de f sur H , i.e. la multiplicite´ de f en
un point ge´ne´rique de H et mult(H ∩H ′, c) la multiplicite´ de l’intersection
H ∩H ′ en c ∈ H ∩H ′. Posons mf(H) := mult(f,H)− 1. Alors mf(H) > 0
si et seulement si H appartient a` l’ensemble critique de f avec la multiplicite´
mf(H). Dans la suite, f est un germe d’application holomorphe, ouverte,
de´finie au voisinage de 0 ∈ C2 a` l’image dans C2 et C son ensemble critique.
Lemme 3 Supposons que f(x, y) = (xd + o(xd), g(x, y)) avec d ≥ 2. Soient
C1, C2, ..., Cm et {x = 0} les composantes irre´ductibles de C. Posons ni :=
mf(Ci) et mi := mult(Ci ∩ {x = 0}, 0). Alors
∑
mini = mult(h, 0) − 1 =
mh(0), ou` h := f |{x=0}.
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Preuve. Soit J le jacobien de f . Alors
∑
mini est la multiplicite´ en 0 de la
restriction de |J |/xd−1 sur {x = 0}. D’autre part,
|J | = xd−1 d+ o(1) O(x)
gx gy
ou` gx := ∂g/∂x et gy := ∂g/∂y. Par conse´quent,∑
mini = mult(gy(0, y), 0) = mult(g(0, y), 0)− 1 = mult(h, 0)− 1.

Lemme 4 Soient f, h de´finis dans le lemme 3, A une courbe lisse qui coupe
{x = 0} transversalement en 0. Soient Ai les composantes irre´ductibles de
f−1A, ni := mult(f, Ai) et mi := mult(Ai ∩ {x = 0}, 0). Alors mult(f, 0) =
d.mult(h, 0) = d.
∑
mini.
Preuve. Quitte a` remplacer f par f ◦ σ, on peut supposer que A = {y = 0},
ou` σ est une application holomorphe inversible. Alors 0 est une solution
de multiplicite´ mult(f, 0) de l’e´quation f(x, y) = 0. Posons f = (l, g). La
solution de l’e´quation l = 0 est {x = 0} avec la multiplicite´ d. Comme
f−1A = {g = 0}, on a
mult(f, 0) = d.mult({g = 0} ∩ {x = 0}, 0) = d.mult(h, 0) = d
∑
mini.

Dans la suite, on note f1, f2 deux germes d’application holomorphe ouverte
de´finies au voisinage de 0 ∈ C2 a` l’image dans C2 tels que f1(0) = f2(0) = 0
et f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1. Notons Ci l’ensemble critique de fi.
Lemme 5 Supposons que fi(x, y) = (x
d1 + o(xd1), aiy + yhi) ou` hi(0) = 0,
ai 6= 0 et an1 6= an2 pour tout n ∈ N+. Soit C un germe de surface de Riemann
en 0 (e´ventuellement singulier) tel que f1C = f2C. Alors C est l’une des deux
courbes invariantes {x = 0} et {y = 0}.
Preuve. Supposons que C 6= {x = 0} et C 6= {y = 0}. On peut e´crire
C = u(D) ou` D est un disque de C centre´ en 0, u(t) = (tl, ctm + o(tm)) une
application holomorphe de D dans C2 et c 6= 0. On a:
fi ◦ u(t) = (tldi + o(tldi), aictm + o(tm)).
Comme f1C = f2C, on a ld1 = ld2 et (a1c)ld1 = (a2c)ld2 . D’ou` d1 = d2 et
ald11 = a
ld1
2 . C’est la contradiction recherche´e.
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Soit h(x, y) =
∑
k,l≥1 aklx
kyl une fonction holomorphe de´finie au voisinage
de 0 ∈ C2. Pour tout α ∈ R+, on pose
dα := min
akl 6=0
αk + l.
Alors on peut e´crire h = hα + oα(y
dα), ou` hα :=
∑
αk+l=dα
aklx
kyl et oα(y
dα)
est une fonction ve´rifiant oα(y
dα) = o(tdα) quand x = O(tα) et y = O(t).
Conside´rons h = ayd + xg(x, y) avec a 6= 0 et g holomorphe. On de´finit un
nombre rationnel αh ≥ 1 par:
αh := max{1,min
dα=d
α}.
Proposition 2 Soient fi = (x
di + o(xdi), hi) et α := max(αh1, αh2) ou` hi =
ydi+xgi(x, y). Supposons que d
m
1 6= dn2 pour tout (m,n) ∈ N2− (0, 0). Soient
Pi(y) := hi,α(1, y). Alors P1 ◦ P2 = P2 ◦ P1 et l’une des conditions suivantes
est vraie:
1. α = 1, (P1, P2) est conjugue´ a` (y
d1, γyd2) avec γd1−1 = 1;
2. α = 1, (P1, P2) est conjugue´ a` (±T˜d1 ,±T˜d2);
3. α = 2, β−1Pi(βy) = ±T˜di(y) ou` βdi−1 = 1.
Preuve. Si α = 1, [xdi : hi,α] de´finissent deux endomorphismes polynomiaux
permutables de P1 dont [x : y] sont les coordonne´es homoge`nes. D’ou` P1 ◦
P2 = P2 ◦ P1. Comme dm1 6= dn2 pour (m,n) 6= (0, 0), (P,Q) est conjugue´ a`
(yd1, γyd2) ou a` (±T˜d1 ,±T˜d2). L’une des conditions 1 ou 2 est vraie.
Supposons maintenant que α = p/q avec p, q premiers entre eux et p >
q ≥ 1. La relation f1 ◦ f2 = f2 ◦ f1 applique´e a` x = tp et y = atq nous donne
P1◦P2 = P2◦P1. Comme dm1 6= dn2 pour (m,n) 6= (0, 0), (P1, P2) est conjugue´
a` (ad1 , γad2) ou a` (±T˜d1 ,±T˜d2).
Le coefficient de adi−1 dans Pi(a) est nul car α > 1. Alors si (P1, P2) est
conjugue´ a` (ad1 , γad2), il sera e´gal a` (ad1 , γ′ad2). Ceci est impossible (voir la
de´finition de α = max(αh1 , αh2)). Alors (P1, P2) est conjugue´ a` (±T˜d1 ,±T˜d2).
Par la de´finition de α, Pi(a) = a
mP ∗i (a
p) pour un certain polynoˆme P ∗i .
Alors l’ensemble des ze´ros de Pi est stable par la rotation a 7−→ p
√
1a. On en
de´duit que p = 2, donc q = 1 et α = 2 car les ze´ros de ±T˜di sont aligne´s.
10
Finalement, il existe une application line´aire σ(a) := βa + θ avec β 6= 0
telle que σ−1 ◦ Pi ◦ σ = ±T˜di . Si di est pair (ou impair) les fonctions T˜di et
Pi le sont aussi. De plus, le coefficient de y
di−1 dans Pi(y) est nul; ceux de
ydi dans Pi et dans T˜di sont 1. Donc θ = 0 et β
di−1 = 1.

Corollaire 2 Si la condition 3 de la proposition 2 est vraie, alors il existe
une courbe D = {x = β2y2/4 + o(y2)} invariante par f1 et f2 telle que
f−1i D \ D = Ci. De plus,
1. Si di est impair, Ci est une re´union de (di − 1)/2 courbes Dr = {x =
β2y2/r + o(y2)} ou` r ∈ R+ et ±√r ∈ T˜−1di {±2} \ {±2}.
2. Si di est pair, Ci est une re´union de di/2 − 1 courbes Dr = {x =
β2y2/r + o(y2)} et d’une courbe D0 qui coupe {x = 0} transversalement ou`
r ∈ R+ et ±√r ∈ T˜−1di {±2} \ {±2, 0}.
Preuve. On peut supposer que i = 1. Quitte au changement de coordonne´es
(z1, z2) 7→ (z1, βz2), on peut supposer que β = 1. On e´crit
fj = (x
dj + o(xdj ),±xdj/2T˜dj (y/
√
x) + o2(y
dj)).
Soit τ l’application de C2 dans C2 de´finie par τ(t, a) := (t2, at). Cette applica-
tion est localement inversible sauf sur {t = 0}. On conside`re Fj := τ−1◦fj◦τ .
Avec les fj de´crits ci-dessus, on peut trouver des Fj holomorphes au voisinage
de {t = 0} ve´rifiant F1 ◦ F2 = F2 ◦ F1 et
Fj(t, a) = (t
dj + o(tdj ),±T˜dj (a) + O(t)).
Soit C′j ∪ {t = 0} l’ensemble critique de Fj. On a τC′j = Cj . Fixons un N et
un R suffisament grands. Il existe un ǫ > 0 tel que les applications F lj soient
de´finies sur {|t| < ǫ}× {|a| < R} pour tout l = 1, 2, . . . , N . On conside`re ici
le cas ou` d1 est pair et les signes ± sont les +; les autres cas seront traite´s
de meˆme manie`re.
Conside´rons un b ∈ T˜−1d1 {2} \ {0, 2}. Alors b est un point critique d’ordre
1 de T˜d1 . D’apre`s le lemme 3, il existe une courbe D′b ⊂ C′j qui coupe {t = 0}
transversalement en (0, b). La proposition 1 s’applique e´galement pour les
Fj. Il existe (m,n) 6= (m′, n′) tels que Fm1 F n2 D′b = Fm
′
1 F
n′
2 D′b et m,n,m′, n′
soient plus petits que N−1. On en de´duit que Fm1 F n2 (F1D′b) = Fm
′
1 F
n′
2 (F1D′b).
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Or F1D′b passe par (0, 2) un point fixe de F1 et F2, le lemme 5 (applique´ a`
Fm1 F
n
2 et F
m′
1 F
n′
2 ) montre que F1Db est invariante par F1 et F2. Cette courbe
invariante, note´e D′, est la courbe stable passant par (0, 2); elle est unique,
lisse et inde´pendante de b; elle coupe {t = 0} transversalement. La courbe
D′ est de´finie par une e´quation du type a = 2 + O(t). Ceci implique que
D := τ−1D′ est de´finie par y2 = 4x + xo˜(1) ou` la notation o˜(1) signifie une
fonction multi-valante tendant vers 0 quand x → 0. On a mult(D ∩ {x =
0}) = 2 et {x = 0} est tangente a` D. Donc D est lisse, irre´ductible, tangente
a` {x = 0}. Elle est invariante par f1, f2 et de´finie par une e´quation du type
x = y2/4+o(y2). Posons r := b2, Dr := τ−1D′b. De meˆme manie`re, on prouve
que Dr = {x = y2/r + o(y2)}. On a Dr ⊂ C1. Il y a d1/2 − 1 tels nombres
r diffe´rents. Comme mult(f1|{x=0}, 0) = d1, le lemme 3 implique que C1 est
la re´union des Dr et d’une courbe D0 qui coupe {x = 0} transversalement
en 0. Remarquons qu’il existe une composante D′′ de τ−1(f1D0) passant par
(0,−2) et (n,m) 6= (n′, m′) tels que F n1 Fm2 D′′ = F n′1 Fm′2 D′′. D’ou` F1D′′ = D′.
Ceci montre aussi que D′′ est la composante de τ−1(D) qui passe par (0,−2).
D’ou` D0 ⊂ f−11 D. Le lemme 4 montre que f−11 D contient seulement les Dr,
D0 et D.

4 Preuve du the´ore`me 1: premier cas
Dans ce paragraphe, on suppose que fi|∞ = [wdi1 : wdi2 ] (voir l’introduction).
D’apre`s le lemme 1, on a (f1|∞)n 6= (f2|∞)m pour tout (n,m) 6= (0, 0). Donc
dn1 6= dm2 pour tout (n,m) 6= (0, 0). Soient a = [0 : 0 : 1] et a′ = [0 : 1 : 0]. En
utilisant les coordonne´es locales x := w0/w2, y := w1/w2, au voisinage de a,
on peut e´crire fi(x, y) = (x
di + o(xdi), hi) ou` hi = y
di + xgi.
D’apre`s la proposition 2, il existe une application line´aire σ(z1) = βz1+ θ
telle que l’une des conditions suivantes soit vraie:
1. σ−1 ◦ f11 ◦ σ = zd11 et σ−1 ◦ f21 ◦ σ = γzd21 avec γd1−1 = 1;
2. σ−1 ◦ fi1 ◦ σ = ±T˜diz1;
3. fi1 = ±β−1zdi/22 T˜di(βz1/
√
z2) + Ξi ou` Ξi =
∑
k+2l<di
biklz
k
1z
l
2.
Quitte a` remplacer fi par f
2
i , on peut supposer que les signes ± sont les +.
Comme hi = y
di + xgi, dans les conditions 1, 2, on a β
di−1 = 1. Quitte a`
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effectuer un changement de coordonne´es (z1, z2) 7→ (z1 + θ/β, z2) dans les
conditions 1, 2, on peut supposer que θ = 0. Alors dans 1., on peut supposer
que σ = Id; dans 2. et 3., en utilisant le changement (z1, z2) 7→ (βz1, z2), on
peut e´galement supposer que β = 1 et σ = Id. De meˆme pour a′, l’une des
conditions suivantes est vraie:
1’. fi2 = z
di
2 ;
2’. fi2 = T˜diz2;
3’. fi2 = β
′−1z
di/2
1 T˜di(β
′z2/
√
z1) +Ξ
′
i ou` Ξ
′
i =
∑
2k+l<di
b′iklz
k
1z
l
2, β
′di−1 = 1.
Il est clair que si les conditions 3 et 3’ sont fausses, le couple (f1, f2) se
trouve dans les exemples 1-3 a` une classe de conjugaison pre`s. La preuve du
the´ore`me 1 sera complete´e par les propositions qui suivent.
Proposition 3 Si les conditions 1, 3’ ou 1’,3 sont re´alise´es, le couple (f1, f2)
se trouve dans l’exemple 4 a` une classe de conjugaison pre`s.
Preuve. On peut supposer que 1’ et 3 sont vraies. D’apre`s la proposition
2, il existe une courbe alge´brique D invariante tangente a` {w0 = 0} en a.
Comme fi|∞ = [wdi1 : wdi2 ] et comme fi2 = zdi2 , on a D ∩ {w0 = 0} = {a}; D
est donc de degre´ 2. L’ensemble exceptionnel de fi|D qui est de cardinal ≤ 2
et qui contient les points d’intersection de D avec {w0 = 0} ∪ {w2 = 0}. Par
conse´quent, D est tangente a` {w2 = 0} en un point, note´ b. Quitte a` effectuer
un changement de coordonne´es du type z2 7→ z2 + α, on peut supposer que
b = 0. Alors l’application fi|{w1=0} posse`de deux points exceptionnels; elle est
donc e´gale a` zdi2 . Appliquant la proposition 2 en b, on constate que Ξi = 0.
On ve´rifie facilement que les fi = (z
di/2
1 T˜di(z1/
√
z2), z
di
2 ) sont conjugue´es aux
applications construites dans l’exemple 4 pour hi(x) = x
di .

Proposition 4 Les conditions 2, 3’ (ou 2’, 3) ne sont pas re´alise´es simul-
tanement.
Preuve. Supposons, par exemple, que 2 et 3’ sont vraies. Soit D la courbe
invariante de fi passant par a
′ qui est de´crite dans le corollaire 2. Cette
courbe est tangente a` {w0 = 0} en un point unique a′. Par sa description
13
dans le corollaire 2, D est de degre´ 2. L’application f1 agit sur D comme un
polynoˆme de degre´ d1. Alors il y a au plus d1−1 points critiques de f1|D qui
sont diffe´rents de a′.
Posons Es = {z1 = s}. Observons que I := T˜−1d1 {±2}\{±2} est l’ensemble
critique de T˜d1 . Comme f11 = T˜d1(z1), si s ∈ I et si Es coupe D transver-
salement en z alors z est un point critique de f1|D. De plus, il y a une seule
droite Es qui ne coupe pas D transversalement en deux points car D est
une courbe rationnelle ne passant pas par [0 : 0 : 1]. Alors f1|D posse`de au
moins 2(d1 − 2) points critiques diffe´rents de a′ car #I = d1 − 1. C’est la
contradiction recherche´e.

Proposition 5 Les conditions 3, 3’ ne sont pas re´alise´es simultanement.
Preuve. Supposons que 3, 3’ sont vraies. Pour simplifier les calculs on sup-
pose que β ′ = 1. Quitte a` remplacer fi par l’un de ses ite´te´s, on peut supposer
que di >> 1. D’apre`s le corrollaire 2, il existe une courbe invariante D tan-
gente a` {w0 = 0} en exactement deux points a et a′ telle que f−1i D = D∪Ci.
Cette courbe D est de degre´ 4. D’apre`s les conditions 3 et 3’, quitte a` ef-
fectuer un changement de coordonne´es du type (z1, z2) 7→ (z1 + α, z2 + β),
on peut supposer que D est de´finie par Φ = 0 ou`
Φ = z21z
2
2 − 4z31 − 4z32 + rz21 + uz1z2 + vz22 + o(|z|2)
est un polynoˆme de degre´ 4. D’apre`s le corollaire 2, il existe un polynoˆme
W tel que Φ(f1) = Φ.W
2.
Soit ∆i la somme des termes z
m
1 z
n
2 de f11 qui ve´rifient m + 2n = d1 − i.
Posons Θi(α) := ∆i(α, 1). Montrons que Θ1 = Θ2 = 0. Posons z1 = αt et
z2 = t
2. Notons Wi la somme des termes z
m
1 z
n
2 de W qui ve´rifient m+ 2n =
3d1−3− i. Posons Vi(α) := Wi(α, 1). Alors d’apre`s les conditions 3, 3’, on a
f11(αt, t
2) = T˜d1(α)t
d1+Θ1(α)t
d1−1+o(td1−1), f12(αt, t
2) = t2d1+o(t2d1−1). On
peut e´crire W (at, t2) = V0(α)t
3d1−3 + V1(α)t
3d1−4 + o(t3d1−4). En identifiant
les coefficients de t6d1 et t6d1−1 dans l’e´quation Φ(f1) = ΦW
2, on obtient
T˜ 2d1(α)− 4 = (α2 − 4)V 20 (α) et 2 T˜d1(α)Θ1(α, 1) = 2(α2 − 4)V0(α)V1(α). La
relation T˜d1(α)
2 − 4 = (α2 − 4)V 20 (α) implique que V0 est la de´rive´e de T˜d1
et que T˜d1(α), (α
2 − 4)V0(α) sont premiers entre eux. Alors V0 est de degre´
d1 − 1 et le polynoˆme Θ1(α) est divisible par 2(α2 − 4)V0(α). On en de´duit
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que Θ1 = 0 car deg Θ1 < d1. On a e´galement V1 = 0. Alors f11 ne contient
aucun terme zm1 z
n
2 avec m+ 2n = d1 − 1. De meˆme manie`re, on montre que
f12 ne contient aucun terme z
m
1 z
n
2 avec 2m+n = d1−1. Alors on peut e´crire
f11(αt, t
2) = T˜d1(α)t
d1 +Θ2(α)t
d1−2+o(td1−2), f12(αt, t
2) = t2d1 +o(t2d1−2) et
W = V0(α)t
3d1−3 + V2(α)t
3d1−5 + o(t3d1−5). En identifiant les coefficients de
t6d1−2 dans l’e´quation Φ(f1) = ΦW
2, on obtient 2T˜d1(α)Θ2(α) = 2V0(α)[(α
2−
4)V2(α) + vV0(α)]. Alors Θ2(α) est divisible par V0(α) et donc Θ2 = 0.
On peut donc e´crire f11(αt, t
2) = T˜d1(α)t
d1+Θ3(α)t
d1−3+o(td1−3). Comme
le coefficient de z1z
d1−2
2 dans f12 est e´gal a` −d1, on a f12(αt, t2) = t2d1 −
d1αt
2d1−3 + o(t2d1−3). On a e´galement W = V0(α)t
3d1−3 + V2(α)t
3d1−5 +
V3(α)t
3d1−6+o(t3d1−6). En identifiant les coefficients de t6d1−3 dans l’e´quation
Φ(f1) = ΦW
2, on obtient 2T˜d1(α)[Θ3(α)−d1αT˜d1(α)] = 2V0(α)[(α2−4)V3(α)+
uV0(α)]. Par conse´quent, Θ3(α)−d1αT˜d1(α) est divisible par V0(α) = T˜ ′d1(α).
L’application f 21 doit ve´rifier une proprie´te´ analogue. Par les calculs sim-
ples, on constate que T˜ ′d1 ◦ T˜d1(α)Θ3(α) − 32d21αT˜d21(α) + 12d1a2T˜ ′d1 ◦ T˜d1(α)
est divisible par T˜ ′
d2
1
(α). Comme T˜ ′
d2
1
est divisible par T˜ ′d1 ◦ T˜d1 , le polynoˆme
αT˜d2
1
(α) est divisible par T˜ ′d1 ◦ T˜d1(α). C’est une contradiction car T˜d21 et sa
de´rive´e sont premiers entre eux.

5 Preuve du the´ore`me 1: deuxie`me cas
Dans ce paragraphe, on suppose que fi|∞ = [wdi1 : wdi1 T˜di(w2/w1)] (voir
l’introduction). D’apre`s le lemme 1, on a (f1|∞)n 6= (f2|∞)m pour tout
(n,m) 6= (0, 0). Donc dn1 6= dm2 pour tout (n,m) 6= (0, 0). Comme dans le
paragraphe pre´ce´dent, on utilise la proposition 2 et le corollaire 2 en a := [0 :
0 : 1]. Quitte a` remplacer fi par f
n
i et a` changer les coordonne´es, l’une des
conditions suivantes sera vraie:
1. fi1 = z
di
1 ;
2. fi1 = T˜diz1;
3. fi1 = z
di/2
2 T˜di(z1/
√
z2) + Ξi ou` Ξi =
∑
k+2l<di
biklz
k
1z
l
2.
Soient b := [0 : 1 : 2] et c := [0 : 1 : −2].
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Lemme 6 Supposons que di est impair. Il existe une courbe D invariante
par f1 et f2, passant par a, b et c telle que mult(D ∩ {w0 = 0}, a) = 2,
mult(D ∩ {w0 = 0}, b) = mult(D ∩ {w0 = 0}, c) = 1 et f−1i D = D ∪ Ci.
De plus, on a mult(fi, Ci) = 2 et mult(Ci ∩ {w0 = 0}, d) = 1 pour tout
d ∈ Ci ∩ {w0 = 0} et d 6= a.
Preuve. On peut supposer que i = 1. Soient U un voisinage suffisamment
petit de {w0 = 0} et Ap les composantes irre´ductibles de C1∩U qui ne passent
pas par a. Remarquons que b et c sont fixes et que l’ensemble critique de f1|∞
est e´gal a` I∪{a} ou` I := (f1|∞)−1{b, c}\{b, c}. D’apre`s le lemme 3, Ap coupe
{w0 = 0} transversalement en un point de I et mult(f1, Ap) = 2. D’apre`s
la proposition 1, il existe (n,m) 6= (n′, m′) tels que fn1 fm2 Ap = fn′1 fm′2 Ap.
Ceci implique fn1 f
m
2 (f1Ap) = f
n′
1 f
m′
2 (f1Ap). D’apre`s le lemme 5, f1Ap est la
varie´te´ stable de f1 et f2 en b ou c. Posons D′ la courbe alge´brique invariante
par f1 et f2 qui contient les f1Ap.
Si la condition 1 ci-dessus est vraie, D′ ne passe pas par a. Il suffit de
poser D := D′ ∪ {w1 = 0}.
Si la condition 2 ci-dessus est vraie, D′ ne passe pas par a. Il suffit de
poser D := D′ ∪ {w1 = 2} ∪ {w1 = −2}.
Lorsque la condition 3 ci-dessus est vraie, on pose D := D′ si D′ passe
par a, sinon D est la re´union de D′ avec la courbe alge´brique contenant la
courbe invariante passant par a qui est de´crite dans le corollaire 2. On a
f−11 D \ D ⊂ C1 et deg f−11 D \ D = 2d1 − 2 ≥ deg C1. D’ou` f−11 D \ D = C1 et
mult(f1, C1) = 2.

Lemme 7 Supposons que di est pair. Il existe une droite L invariante par
f1, f2, passant par b. La courbe f
−1
i L \ L contient une droite L′ passant par
c. La re´union des composantes de Ci qui ne passent pas par a, est e´gale a`
H := f−1i (L ∪ L′) \ (L ∪ L′). De plus, H coupe {w0 = 0} transversalement
et mult(fi, H) = 2.
Preuve. On peut supposer que i = 1. On remarque que b = f(c) est un
point fixe et que l’ensemble critique de f1|∞ est e´gal a` I ∪ {a} ou` I :=
(f1|∞)−1{b, c} \ {b, c}. On utilise les notations du lemme pre´ce´dent. Soit Ap
une composante telle que f1Ap passe par b. On de´montre comme dans la
proposition pre´ce´dente que A := f1Ap est invariante. D’apre`s les lemmes 3
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et 4, f−11 A contient une courbe B 6⊂ C1 qui coupe {w0 = 0} transversalement
en c. Ceci implique que la courbe alge´brique irre´ductible, contenant A (note´e
L) ne peut pas passer par a car sinon d’apre`s le corollaire 2, f−11 L \ L ⊂ C1.
Alors L coupe {w0 = 0} transversalement en un seul point. Elle est donc une
droite. La courbe alge´brique irre´ductible L′ qui contient B coupe {w0 = 0}
transversalement en un point unique c. Elle est e´galement une droite. Utiliser
les lemmes 3 et 4, on montre queH ⊂ C1, H coupe {w0 = 0} transversalement
et mult(fi, H) = 2.

Proposition 6 Si la condition 3 est vraie, le couple (f1, f2) se trouve dans
l’exemple 4 a` une classe de conjugaison pre`s.
Preuve. On conside`re le cas ou` d1 est impair. Le cas contraire sera traite´ de
meˆme manie`re. Soit D la courbe de´finie dans le lemme 6. C’est une courbe
invariante de degre´ 4. Comme f1|D posse`de au plus deux points exceptionnels,
D est re´ductible. Il y a donc deux cas possibles.
Supposons que D est la re´union d’une courbe irre´ductible E de degre´
3 et d’une droite L. Alors f1|E est conjugue´ a` x±d1 car il posse`de deux
points exceptionnels (qui se trouvent dans {w0 = 0}). Notons I := E ∩ L.
Alors f−11 L passe par J := (f1|E)−1I. Comme deg f−11 L = (d1 + 1)/2, on
a #J ≤ 3(d1 + 1)/2. On en de´duit que #I = 1 car f1|E est conjugue´ a`
x±d1 . Soit d le point d’intersection de E et L. C’est un point fixe de f1. La
valeur propre de f1 en d suivante la direction tangente a` E est e´gale a` d1.
On montre facilement que la valeur propre de f1 en d suivante la direction L
est diffe´rente de 0 et de ±d21. Les applications fi agissent sur L comme les
polynoˆmes permutables. Alors f1|L est conjugue´ a` xd1 ou a` Td1 . Le fait que
la valeur propre de f1|L en d est diffe´rente de 0 et de ±d21 implique que f1|L
est re´gulier en chaque point de K := (f1|L)−1d \ {d} et que #K = d1 − 1.
L’ensemble f−11 E \ E passe par K. Alors K appartient a` C1. On en de´duit
que la courbe f−11 L \ L passe par K. C’est une contradiction car le degre´ de
cette courbe est e´gal a` (d1 − 1)/2 < #K.
Alors la courbe D contient une courbe rationnelle R tangente a` {w0 = 0}
en a. D’apre`s le corollaire 2, quitte a` changer des coordonne´es, on peut
supposer que R = {z21 − 4z2 = 0}. D’apre`s le corollaire 2, applique´ au point
a, on a f−1i R \R ⊂ Ci. De plus, la multiplicite´ de fi sur cet ensemble est e´gale
a` 2. Par conse´quent, il existe des polynoˆmes Ri tel que fi1
2 − 4fi2 = (z21 −
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4z2)R
2
i (z1, z2). Soit π l’application de C
2 dans C2 avec π(x, y) = (x+ y, xy)
(voir l’exemple 4). Posons hi := (hi1, hi2) = fi ◦ π. On a h2i1 − 4hi2 =
(x− y)2R2i (x+ y, xy). Ceci montre qu’il existe des applications Fi telles que
hi = π ◦ Fi. Les Fi sont de´finies par:
Fi = (Fi1, Fi2) =
(
hi1 ± (x− y)Ri(x+ y, xy)
2
,
hi2 ∓ (x− y)Ri(x+ y, xy)
2
)
.
On peut choisir les signes tels que F1 ◦ F2 = F2 ◦ F1. Remarquons que
T˜di(a1 + a2) ◦ π = adi1 + adi2 . On ve´rifie facilement que hi1 = xdi + ydi +
o(|ν|di) et hi2 = xdiydi + o(|ν|di) ou` ν := (x, y). On a Fi1 = xdi + o(|ν|di)
et Fi2 = y
di + o(|ν|di). On a e´galement Fi1(x, y) = Fi2(y, x). Utiliser le
paragraphe pre´ce´dent pour le couple (F1, F2) on montre que ce couple est
conjugue´ a` un des couples des exemples 1-4. Comme aucune composante
de fiCi n’est incluse dans Ci, Fi ve´rifie une proprie´te´ analogue. De plus,
Fi|∞ = [xdi : ydi]. Par conse´quent, il existe un automorphisme σ de P2 qui
pre´serve l’infini et qui ve´rifie σ−1◦Fi◦σ = (±T˜dix,±T˜diy) ou (±T˜diy,±T˜dix).
Quitte a` remplacer fi par f
4
i , on peut supposer que σ
−1◦Fi◦σ = (T˜dix, T˜diy).
Comme Fi|∞ = [xdi : ydi], on a σ = (σ1, σ2) = (αx + β, α′y + β ′). Comme
Fi1(x, y) = Fi2(y, x), on a σ
−1
1 ◦ T˜di ◦ σ1 = σ−12 ◦ T˜di ◦ σ1. On a e´galement
σ1{±2} = σ2{±2} car l’ensemble de Julia de T˜di est [−2, 2]. Ceci implique
que β = β ′ et α = ±α′. On montre facilement que α = −α′ est possible
seulement si les di sont impairs et β = β
′ = 0. Dans ce cas, rien n’est
change´ si l’on remplace α′ par α. On peut supposer que α = α′ et si β = β ′.
Il est clair maintenant que (f1, f2) est conjugue´ a` un couple construit dans
l’exemple 4.

Proposition 7 La condition 2 est fausse.
Preuve. Supposons que la condition 2 est vraie. Conside´rons d’abord le cas
ou` d1 et d2 sont impairs. Alors D est la re´union de F := {z1 = 2}, de
F ′ = {z1 = −2} et d’une courbe invariante R de degre´ 2 passant par {b, c}
qui est irre´ductible ou une re´union de deux droites.
Si R est irre´ductible, l’application f1 agit sur R comme un polynoˆme
de degre´ d1 et b, c sont exceptionnels pour f1|R. Par conse´quent, f1|R est
conjugue´ a` x±d1 et il n’a pas de point critique diffe´rent de b et c. Comme la
18
condition 2 est vraie, si s ∈ T˜−1{±2} et si {z1 = s} coupe R transversalement
en z, alors z est un point critique de f1|R. C’est une contradiction.
Alors R est la re´union de deux droites L et L′ qui sont invariantes par
f1. La droite L passe par b et la droite L
′ passe par c. Quitte a` effectuer un
changement de coordonne´es du type (z1, z2) 7→ (z1, z2 + α), on peut suppser
que L est la droite z2−2z1 = 0. Il existe v ∈ C tel que L = {z2+2z1+v = 0}.
D’apre`s le lemme 6, il existe des polynoˆmes T et V tels que
f12 − 2f11 = (z2 − 2z1)T 2 et f12 + 2f11 + v = (z2 + 2z1 + v)V 2 (4)
On peut e´crire f12 = z
d1
1 T˜d1(z2/z1) + ∆ + o(|z|d1−1) ou` ∆ est homoge`ne
de degre´ d1 − 1. On a f11 = T˜d1(z1) = zd11 + o(|z|d1−1) car il est un
polynoˆme impair. Observons que les points critiques de T˜d1 sont tous de
multiplicite´ 2 et s’envoient tous dans les points fixes ±2. Alors il existe des
polynoˆmes homoge`nes R et S tels que zd11 T˜d1(z2/z1)− 2zd11 = (z2− 2z1)R2 et
zd11 T˜d1(z2/z1)+2z
d1
1 = (z2+2z1)S
2. Il est clair que (z2−2z1)R et (z2+2z1)S
sont premiers entre eux. Alors on peut e´crire T = R+∆1+o(|z|(d1−3)/2) et et
V = S+∆2+o(|z|(d1−3)/2) ou` ∆1 et ∆2 sont homoge`nes de degre´ (d1− 3)/2.
D’apre`s (4), on a
∆ = 2(z2 − 2z1)R∆1 = S[2(z2 + 2z1)∆2 + vS] (5)
Ceci implique que ∆ est divisible par (z2−2z1)R et par S. Comme (z2−2z1)R
et S sont premiers entre eux, ∆ est divisible par (z2 − 2z1)RS. Alors ∆ = 0
car deg∆ < deg(z2 − 2z1)RS. On en de´duit que 2(z2 + 2z1)∆2 + vS = 0.
Alors ∆2 est divisible par S. On obtient ∆2 = 0 et donc v = 0 car deg∆2 <
deg S. Alors L et L′ se coupent en 0. Soit I := (f1|L)−1(0) \ {0}. Alors
f−11 L
′ passe par I. C’est la contradiction recherche´e car #I = d1 − 1 et
deg f−11 L
′ = (d1 + 1)/2.
Supposons maintenant que d1 est pair. On peut supposer que L = {z2 −
2z1 = 0} et L′ = {z2 + 2z1 + v = 0}. Il existe des polynoˆmes R et S tels que
zd11 T˜d1(z2/z1)− 2zd11 = (z2− 2z1)(z2+2z1)R2 et zd11 T˜d1(z2/z1) + 2zd11 = S2. Il
existe aussi des polynoˆmes T et V tels que f12− 2f11 = (z2− 2z1)(z2+2z1+
v)T 2 et f12 + 2f11 + v = V
2. Comme dans le cas pre´ce´dent, on montre que
v = 0 et que f−11 L
′ passe par I := (f1|L)−1(0). C’est une contradiction car
#I > deg f−11 L
′.

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Proposition 8 Si la condition 1 est vraie, le couple (f1, f2) est conjugue´ a`
un couple d’applications polynomiales homoge`nes.
Preuve. Quitte a` remplacer fi par un de ses ite´re´s, on peut supposer que
di est suffisamment grand. On conside`re le cas ou` d1, d2 sont impairs. Les
autres cas seront traite´s de meˆme manie`re. D’apre`s le lemme 6, on peut
choisir un syste`me de coordonne´es tel que D = {Φ = 0} ou`
Φ = (z2 − 2z1)(z2 + 2z1) + u(z2 − 2z1) + v
est un polynoˆme de degre´ deux. Soit 0 ≤ δ ≤ d1 − 1 tel que on puisse e´crire
f1 = (f11, f12) = (z
d1
1 , Q+∆+ o(|z|δ)) (6)
ou` Q := zd11 T˜d1(z2/z1) et ∆ est homoge`ne de degre´ δ. D’apre`s le lemme 6, il
existe un polynoˆme W tel que Φ(f1) = Φ.W
2. Soient R et S des polynoˆmes
homoge`ns ve´rifiant zd11 T˜d1(z2/z1) − 2zd11 = (z2 − 2z1)R2 et zd11 T˜d1(z2/z1) +
2zd11 = (z2−2z1)S2. Alors (z2−2z1)R et (z2+2z1)S sont premiers entre eux.
Montrons que u = 0. On prend δ = d1 − 1. Quitte a` remplacer W par
−W au cas ne´cessaire, on peut e´crire W = RS +∆W +o(|z|d1−2) ou` ∆W est
homoge`ne de degre´ d1 − 2. La relation Φ(f1) = Φ.W 2 implique
[(z2 − 2z1)R2 + (z2 + 2z1)S2]∆ =
= RS[2(z2 − 2z1)(z2 + 2z1)∆W + u(z2 − 2z1)RS] (7)
Alors ∆ est divisible par (z2 − 2z1)RS. Comme deg∆ < (z2 − 2z1)RS, on a
∆ = 0 et donc 2(z2 + 2z1)∆W + uRS = 0. Alors ∆W est divisible par RS.
On obtient ∆W = 0 et donc u = 0 car deg∆W < degRS.
De meˆme manie`re, en utilisant δ = d1 − 2, on obtient v = 0.
Soit δ l’entier minimal ve´rifiant (6). Alors on peut e´crire W = RS +
∆W + o(|z|δ−1) ou` ∆W est homoge`ne de degre´ δ− 1. On montre exactement
comme ci-dessus que ∆ = 0. Comme δ est minimal, ceci implique que f12
est homoge`ne.

6 Preuve du the´ore`me 1: troisie`me cas
Dans ce paragraphe, on suppose que les fni |∞ ne sont pas conjugue´s ni a` z±dni
ni a` ±T˜dn
1
(voir l’introduction). Il faut montrer que f1 et f2 sont homoge`nes.
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D’apre`s [1], fi|∞ de´finissent des reveˆtements de O dans lui-meˆme, ou` O =
(P1, n) est l’un des orbifolds O1,O2,O3,O4 qui seront de´crits plus tard. Il
existe e´galement un tore complexe T = C/Γ de dimension 1, des applications
line´aires Λi(x) = aix + bi pre´servant le groupe discret Γ et une fonction
elliptique F : T → P1 tels que fi ◦ F = F ◦ Λi. On a di = |ai|2 et donc
tout point pe´riodique de fi est re´pulsif. En tout point fixe de fi, la valeur
propre de fi est e´gale a` ai. L’orbifolds Oi est de´fini par le couple (P1, ni),
ou` ni est une application de P
1 dans Z+ qui est e´gale a` 1 sauf sur s = 3 ou
s = 4 points. On note αj ces s points. Alors l’ensemble des αj est invariant
par f1 et f2. Quitte a` remplacer f1, f2 par f1 ◦ fn2 et f1 ◦ fm2 avec n 6= m
convenables, on peut supposer que les αj qui sont pe´riodiques pour f1, sont
e´galement pe´riodiques pour f2 et re´ciproquement. En effet, si f1◦fn2 et f1◦fm2
sont homoge`nes, f1 et f2 le sont aussi. Maintenant, quitte a` remplacer fi par
l’un de ses ite´re´s, on peut supposer que si αj est pe´riodique, il est fixe. Par
de´finition des orbifolds et leur description [1], on a les cas suivants:
1. Pour O1, s = 3 et n1(αj) = 3 pour j = 1, 2, 3 et ai ∈ Z[ω] avec
ω = exp(πi/3). Alors si di n’est pas divisible par 3, di = 1 modulo 3. Les αj
sont tous fixes re´pulsifs pour fi|∞ et l’image re´ciproque de αj est constitue´
par lui-meˆme et (di − 1)/3 autres points; la multiplicite´ de fi|∞ sur chacun
de ces (di − 1)/3 points est e´gale a` 3.
Sinon, fi(α1) = fi(α2) = fi(α3) = α1. L’image re´ciproque de αj pour
j = 2, 3 est constitue´ par di/3 points de multiplicite´ 3; celle de α1 est constitue´
par les αj et di/3− 1 autres points de multiplicite´ 3.
2. Pour O2, s = 3 et n2(α1) = 6, n2(α2) = 3, n2(α3) = 2 et ai ∈ Z[ω]
avec ω = exp(πi/3). Alors si di n’est pas divisible par 2 ni par 3, di = 1
modulo 6. Les αj sont tous fixes re´pulsifs pour fi et l’image re´ciproque de
α1 (resp. α2 et α3) est constitue´ par lui-meˆme et (di− 1)/6 (resp. (di− 1)/3
et (di − 1)/2) autres points de multiplicite´ 6 (resp. 3 et 2).
Si di est divisible par 2 mais non pas par 3, alors di = 4 modulo 6.
Dans ce cas, α1 et α2 sont fixes et fi(α3) = α1. L’image re´ciproque de α3 est
constitue´ par di/2 points de multiplicite´ 2; celle de α2 (resp. α1) est constitue´
par lui-meˆme (resp. lui-meˆme et α3 avec la multiplicite´ 3) et (di−1)/3 (resp.
(di − 4)/6) autres points de multiplicite´ 3 (resp. 6).
Si di est divisible par 3 mais non pas par 2, alors di = 3 modulo 6.
Dans ce cas, α1 et α3 sont fixes et fi(α2) = α1. L’image re´ciproque de α2 est
constitue´ par di/3 points de multiplicite´ 3; celle de α3 (resp. α1) est constitue´
par lui-meˆme (resp. lui-meˆme et α2 avec la multiplicite´ 2) et (di−1)/2 (resp.
(di − 3)/6) autres points de multiplicite´ 2 (resp. 6).
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Si di est divisible par 6, fi(α1) = fi(α2) = fi(α3) = α1. L’image
re´ciproque de α3 (resp. α2) est constitue´ par di/2 (resp. di/3) points de
multiplicite´ 2 (resp. 3); celle de α1 est constitue´ par lui-meˆme, α3 avec la
multiplicite´ 3, α2 avec la multiplicite´ 2 et di/6 points de multiplicite´ 6.
3. Pour O3, s = 3 et n1(α1) = 4, n1(α2) = 4, n1(α3) = 2 et ai ∈ Z[i].
Alors si di n’est pas divisible par 2, di = 1 modulo 4. Dans ce cas, les αj
sont fixes re´pulsifs. L’image re´ciproque de α3 (resp. α2 ou α1) est constitue´
par lui-meˆme et (di − 1)/2 (resp. (di − 1)/4) autres points de multiplicite´ 2
(resp. 4).
Sinon, quitte a` remplacer fi par f
2
i , on peut supposer que di est divisible
par 4. Alors fi(α1) = fi(α2) = fi(α3) = α1. L’image re´ciproque de α3 (resp.
α2) est constitue´ par di/2 (resp. di/4) points de multiplicite´ 2 (resp. 4); celle
de α1 est constitue´ par lui-meˆme, α2 avec multiplicite´ 1, α3 avec multiplicite´
2 et di/4− 1 autres points de multiplicite´ 4.
4. PourO4, s = 4 et n1(αj) = 2 pour j = 1, 2, 3, 4. Si di n’est pas divisible
par 2, alors tous les αj sont fixe re´pulsifs. L’image re´ciproque de chaque αj
est constitue´ par lui-meˆme et (di − 1)/2 autres points de multiplicite´ 2.
Sinon, il y a deux cas possibles. Pour le premier cas, fi(α1) = fi(α2) =
fi(α3) = fi(α4) = α1. L’image re´ciproque de αj pour j = 2, 3, 4 est constitue´
par di/2 points de multiplicite´ 2; celle de α1 est constitue´ par les αj avec la
multiplicite´ 1 et di/2− 2 autres points de multiplicite´ 2.
Pour le second, fi(α1) = fi(α3) = α1 et fi(α2) = fi(α4) = α2. L’image
re´ciproque de αj pour j = 3, 4 est constitue´ par di/2 points de multiplicite´
2; celle de αj pour j = 1, 2 est constitue´ par αj, αj+2 avec la multiplicite´ 1
et di/2− 1 autres points de multiplicite´ 2.
Remarquons que dans tous les cas, on a
∑
j
n(αj)− 1
n
= 2.
Soit r le nombre des αj qui sont fixes par f1 et f2. Alors r = 1, 2 ou s.
Lemme 8 Si r = s, il existe une courbe L de P2 invariante par f1 et f2; elle
coupe {w0 = 0} transversalement en α1, . . . , αs. De plus, f−1i L = L ∪ Ci et
mult(fi, A) e´gale a` la multiplicite´ de fi|∞ en chaque point de A ∩ {w0 = 0}
pour toute composante A de Ci.
Preuve. Il suffit de montrer la proposition pour i = 1. Soit U un voisinage as-
sez petit de {w0 = 0} tel que C1 ∩U soit la re´union des courbes irre´ductibles
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Ap; chaque Ap coupe {w0 = 0} en un seul point βp. D’apre`s le lemme 3,
βp appartient a` l’ensemble critique de f1|∞. Par chaque point αj passe une
courbe lisse, stable par f1 et par f2. Fixons un Ap. Soit αj = f1(βp). On
choisit un syste`me de coordonne´es local (x, y) pour un voisinage de αj tel
que αj = (0, 0), {x = 0} = {w0 = 0} soit la varie´te´ instable, (y = 0) soit
la varie´te´ stable et tel que fi(x, y) = (x
di + o(xdi), aiy + xygi(x, y)). Comme
(f1|∞)n 6= (f2|∞)m pour tous entiers positifs n, m, on a an1am2 6= an′1 am′2
pour tous (n,m) 6= (n′, m′). On va montrer que f1Ap est la varie´te´ sta-
ble de f1 en αj. Il est clair que f1Ap 6= {x = 0}. D’apre`s la proposi-
tion 1, fn1 f
m
2 Ap = f
n′
1 f
m′
2 Ap pour certains couples (n,m) 6= (n′, m′). D’ou`
fn1 f
m
2 (f1Ap) = f
n′
1 f
m′
2 (f1Ap). D’apre`s le lemme 5, f1Ap est la varie´te´ stable
car elle passe par αj .
Soit L := f1(C1). Comme les varie´te´s stables coupent {w0 = 0} transver-
salement, L coupe {w0 = 0} transversalement en les αj . Donc degL = s.
Alors les Ap sont les composantes irre´ductibles de f
−1
1 L \ L∩U . Soient βp :=
Ap ∩ {w0 = 0} et αjp := f1(βp) avec 1 ≤ jp ≤ s. Posons mp := mult(f1, Ap)
et np := mult(Ap ∩ {w0 = 0}, βp). D’apre`s le lemme 4,
∑
jp=j
mpnp =
d1 − 1,
∑
mpnp = s(d1 − 1) et mp ≤ mult(f1|∞, βp) = n(αjp). On sait
que deg C1 = 2(d1 − 1) compte´ avec les multiplicite´s. D’apre`s le lemme 3,∑
(mp − 1)np = 2(d1 − 1). D’ou`:
∑
p
(mp − 1)np =
∑
p
mp − 1
mp
mpnp ≤
∑
p
n(αjp)− 1
n(αjp)
mpnp
=
∑
j
n(αj)− 1
n(αj)
∑
jp=j
mpnp =
∑
j
n(αj)− 1
n(αj)
(d1 − 1)
= 2(d1 − 1)
Par conse´quent, mp = n(αjp) = mult(f1|∞, βp) et np = 1 pour tout p. Alors
les Ap sont disjointes. Alors il est clair que C1 = f−11 L \ L et mult(f1, A) est
e´gale a` la multiplicite´ de f1|∞ en chaque point de A ∩ {w0 = 0} pour toute
composante A de f−11 L.

Lemme 9 Si r = 1, il existe une droite L 6= {w0 = 0} invariante par f1,
f2 et passant par α1. L’ensemble f
−1
i L se constitue par L, par des courbes
L′ et Hi ⊂ Ci. La courbe L′ coupe {w0 = 0} transversalement en α2, . . . , αs
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et f−1i L
′ = Ci \ (H ∪ L′). Pour chaque composante A de Ci, mult(fi, A) est
e´gale a` la multiplicite´ de fi|∞ en chaque point de A ∩ {w0 = 0}.
Preuve. On peut supposer que i = 1. On conside`re le cas ou` O = O2. Les
autres cas seront traite´s de meˆme manie`re.
Soient U , Ap, βp de´finies dans la preuve du lemme pre´ce´dent. Fixons
un p tel que f1Ap = α1. Comme dans le lemme pre´ce´dent, on montre que
f1Ap est la varie´te´ stable de f1 en α1. Soit L la courbe alge´brique contenant
f1Ap. Alors L coupe {w0 = 0} transversalement en un point unique α1
car C1 ∩ {w0 = 0} s’envoie dans α1. La courbe L est donc une droite.
Soient Bq, Cν , Dξ les composantes irre´ductibles de f
−1
1 L \ L ∩ U telles que
Cν ∩ {w0 = 0} = α2, Dξ ∩ {w0 = 0} = α3 et Bq ∩ {w0 = 0} =: βq 6= α2, α3.
On appele mq, mν , mξ les multiplicite´s de f1 sur Bq, Cν , Dξ et nq, nν , nξ les
multiplicite´s de l’intersection de Bq, Cν , Dξ avec {w0 = 0}.
D’apre`s les lemmes 4 et 3, on a
∑
mqnq = d1−6,
∑
mνnν = 2,
∑
mξnξ =
3,
∑
(mq−1)nq = 5(d1/6−1),
∑
(mν−1)nν = 1,
∑
(mξ−1)nξ = 2, mq ≤ 6,
mν ≤ 2 et mξ ≤ 3. Donc
5
(
d1
6
− 1
)
=
∑
(mq−1)nq =
∑ mq − 1
mq
mqnq ≤
∑ 5
6
mqnq = 5
(
d1
6
− 1
)
.
D’ou`mq = 6 = mult(f1|∞, βq) et nq = 1. De meˆme, mν = 2 = mult(f1|∞, α2),
nν = 1, mξ = 3 = mult(f1|∞, α3) et nξ = 1. Il y a donc d1/6 − 1 com-
posantes Bq; sur chacune Bq la multiplicite´ de f1 est e´gale a` 6; il y a une
seule composante Cν avec la multiplicite´ 2 et une seule composante Dξ avec la
multiplicite´ 3. Ces composantes sont disjointes et coupent {w0 = 0} transver-
salement. Posons C := Cν et D := Dξ. Soit Ap une composante ve´rifiant
f1Ap ∩ {w0 = 0} = α2. Comme dans le lemme 8, on prouve que f 21Ap est
la varie´te´ stable de f1 en α1. D’ou` f1Ap = C. Soient Fη les composantes
irre´ductibles de f−11 C ∩ U , βη := Fη ∩ {w0 = 0}, mη := mult(f1, Fη) et
nη := mult(Fη∩{w0 = 0}, βη). D’apre`s les lemmes 3 et 4, on a
∑
mηnη = d1,∑
(mη − 1)nη = 2d1/3 et mη ≤ 3. D’ou`:
2
3
d1 =
∑
(mη − 1)nη =
∑ mη − 1
mη
mηnη ≤
∑ 2
3
mηnη =
2
3
d1.
Ceci implique que nη = 1, mη = 3 = mult(f1|∞, βη). Les Fη appartiennent
a` C1; chacune est de multiplicite´ 3 et coupe {w0 = 0} transversalement. La
courbe f−11 D ve´rifie une proprie´te´ analogue. Alors f
−1
1 L
′ = C1 \ (H ∪ L′) et
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pour chaque composante A de C1, mult(f1, A) est e´gale a` la multiplicite´ de
f1|∞ en chaque point de A ∩ {w0 = 0}.

Lemme 10 Si r = 2 et si O = O2, il existe deux droites L et L′ invariantes
par f1 et f2; L passe par α1 et L
′ passe par αj avec j = 2 ou 3. La courbe
f−1i L est la re´union de L, d’une droite Λ passant par αl et d’une autre courbe
Hi ou` l 6= 1, j. La courbe f−1i L′ est la re´union de L′ et d’une autre courbe
H ′i. On a Ci = Λ ∪ f−1i Λ ∪ Hi ∪ H ′i. Pour toute composante irre´ductible
A de Ci, mult(fi, A) est e´gale a` la multiplicite´ de fi|∞ en chaque point de
A ∩ {w0 = 0}.
Preuve. Si di est pair, j = 2 et l = 3; si di est divisible par 3, j = 3 et
l = 2. Comme dans les lemmes pre´ce´dents, on montre qu’il existe une courbe
invariante passant par α1 et αj . L’image re´ciproque de cette courbe par fi
contient des composantes de Ci, ou` les multiplicite´s de fi sont e´gales a` n(α1)
et n(αj). Comme n(α1) 6= n(αj), cette courbe invariante est re´ductible.
Elle est donc la re´union de deux droites L et L′. On montre tout comme
dans les lemmes pre´ce´dents que f−1i L contient Λ passant par αl, que Ci =
Λ ∪ f−1i Λ ∪Hi ∪H ′i et que mult(fi, A) est e´gale a` la multiplicite´ de fi|∞ en
chaque point de A ∩ {w0 = 0} pour toute composante A de Ci.

Lemme 11 Si r = 2 et si O4, il existe une courbe D invariante par f1 et
f2; cette courbe est de degre´ 2 et passe par α1 et α2. La courbe f
−1
i D est la
re´union de D, d’une courbe D′ de degre´ 2 passant par α3 et α4 et d’une autre
courbe Hi. On a Ci = Hi ∪ f−1i D′. Pour toute composante irre´ductible A de
Ci, mult(fi, A) est e´gale a` 2.
Preuve. Comme dans les lemmes pre´ce´dents, on montre qu’il existe une
courbe D invariante par f1 et f2 et coupe {w0 = 0} transversalement en
α1 et α2. Cette courbe est alors de degre´ 2. L’ensemble f
−1
i (D) est la
re´union d’une courbe D′ et d’une courbe Hi. La courbe D′ coupe {w0 = 0}
transversalement en α3 et α4. La courbe D′ est e´galement de degre´ 2. On a
aussi Ci = Hi ∪ f−1i D′. On montre comme dans les lemmes pre´ce´dents que
mult(fi, A) est e´gale a` la multiplicite´ de fi|∞ en chaque point de A∩{w0 = 0}
(i.e. e´gale a` 2) pour toute composante A de Ci.
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Proposition 9 Le couple (f1, f2) est conjugue´ a` un couple d’applications
polynomiales homoge`nes.
Preuve. Nous allons traiter seulement le cas ou` r = s et O = O4 qui nous
semble le plus complique´. La preuve est essentiellement valable pour les
autres cas.
Quitte a` remplacer f1 par l’un de ses ite´re´s, on peut supposer que d1 est
suffisamment grand. On choisit un syste`me de coordonne´es tel que α1 = [0 :
1 : 0], α2 = [0 : 0 : 1], α3 = [0 : 1 : 1], α4 = [0 : 1 : α] et la courbe L soit
de´finie par l’e´quation Φ = 0 ou` α ∈ C \ {0, 1} et
Φ(z) = z1z2(z2 − z1)(z2 − αz1) + bz21z2 + cz1z22 + dz1 + uz2 + v
est un polynoˆme de degre´ 4. Soit 0 ≤ δ ≤ d1−1 un nombre naturel tel qu’on
peut e´crire
f1(z) = (f11, f12) = (P +∆1 + o(|z|δ), Q+∆2 + o(|z|δ)) (8)
ou` P,Q (resp. ∆1 et ∆2) sont homoge`nes de degre´ d1 (resp. δ). D’apre`s
le lemme 8, il existe un polynoˆme W tel que Φ(f1) = Φ.W
2. On pose
∆3 := ∆2 − ∆1 et ∆4 := α∆2 − ∆1. Par de´finition de O4, il existe des
polynoˆmes homoge`nes R, S, T et V de degre´ (d1 − 1)/2 tels que P = z1R2,
Q = z2S
2, Q − P = (z2 − z1)T 2 et αQ− P = (αz2 − z1)V 2. Observons que
z1R, z2S, (z2− z1)T et (αz2− z1)V sont deux a` deux premiers entres eux car
P et Q sont permiers entre eux. On a W = RSTV + o(|z|2(d1−1)).
Montrons que b = c = 0. Conside´rons δ = d1 − 1. On e´crit W =
RSTV +∆+o(|z|2d1−3) ou` ∆ est homoge`ne de degre´ 2d1− 3. On obtient de
l’e´quation Φ(f1) = ΦW
2 que
R2S2T 2∆4 +R
2S2V 2∆3 +R
2T 2V 2∆2 + S
2T 2V 3∆1
= RSTV [(bz21z2 + cz1z
2
2)RSTV + 2z1z2(z2 − z1)(z2 − αz1)∆] (9)
Cette e´galite´ implique que ∆1 (resp. ∆2, ∆3 et ∆4) est divisible par z1R
(resp. z2S, T et V ). On pose ∆1 = z1R∆
′
1, ∆2 = z2S∆
′
2, ∆3 = T∆
′
3 et
∆4 = V∆
′
4. Par de´finition de ∆3 et de T on a
z2S∆
′
2 − z1R∆′1 = T∆′3 (10)
z2S
2 − z1R2 = (z2 − z1)T 2 (11)
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On obtient de ces relations que
z1R(S∆
′
1 −R∆′2) = T [(z2 − z1)T∆′2 − S∆′3] (12)
Par conse´quent, S∆′1 − R∆′2 est divisible par T car z1R et T sont premiers
entre eux. De meˆme manie`re, a` l’aide de ∆4 et de V , on montre que S∆
′
1 −
R∆′2 est divisible par V . Comme T et V sont premiers entre eux, S∆
′
1−R∆′2
est divisible par TV . Mais deg S∆′1 −R∆′2 est plus petit que deg TV . Donc
S∆′1 − R∆′2 = 0. Ceci implique que ∆′1 est divisible par R. On en de´duit
que ∆′1 = ∆
′
2 = 0 car deg∆
′
1 < degR. On obtient aussi ∆1 = ∆2 = 0 et
b = c = 0.
De meˆme manie`re, avec δ = d1 − 2, on montre que d = u = 0 et ensuite
avec δ = d1 − 3, on montre que v = 0.
On choisit δ minimal tel que (8) soit vrai. Alors δ ≤ d1 − 4. D’apre`s
l’e´quation Φ(f1) = ΦW
2, on peut e´crir W = RSTV +∆+ o(|z|d1−2+δ) ou` ∆
est homoge`ne de degre´ d1 − 2 + δ. On montre exactement comme ci-dessus
que ∆1 = ∆2 = 0. Comme δ est minimal, ceci implique que f1 est homoge`ne.
De meˆme manie`re, on montre que f2 est homoge`ne.

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